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Aufgabe 1 (Modulo Rechnen)

(a) Um zu sehen, dafl =, eine Aquivalenzrelation ist, miissen wir die Transitivitit, Reflexivitit
und Symetrie zeigen. Symetrie und Reflexivitét sind trivial. Fiir die Transitivitdt betrachten
wir a =,, b und b =,, ¢. Wir haben somit:

a=b+ken N b=cH+ kyn
= a=c+kmn+ksn

woraus a =, ¢ folgt.
(b) Wie wir schon gesehen haben, gilt (ab) = ((¢ mod n)(b mod n)) mod n. Es bleibt also nur
noch zu zeigen, dafl die Aussage fiir k gilt, wenn sie fiir £ — 1 gilt. Dies ist leicht zu sehen:

Hle ai) mod n
Hf:_f ai) mod n ) (ax mod n)
= Hf;l (a; mod n) mod n) (ar mod n)
= H;:ll (a; mod n)) (ar, mod n)
= H§:1 (a; mod n)

Aufgabe 2 (Modulo Rechnen)
Sei p eine beliebige Primzahl. Wir betrachten die Menge X = {1,2,--- ,p — 1} mit der Operation
0:X?— X, (z,y) — xy mod p.

(a) Wir stellen eine Moglichkeit fiir den Beweis vor: Die 1 ist das neutrale Element, die Kommu-
tativitét ergibt sich aus der Kommutativitat der Multiplikation der ganzen Zahlen.
Um die Abgeschlossenheit und die Existenz eines inversen Elements zu sehen, miissen wir ein
wenig mehr Aufwand treiben. Dazu definieren wir fiir alle @ € X die Funktion

0q: X — X, x— axr mod p.

Seien b # ¢ Elemente von X. Angenommen, o,(b) = 0, dann gilt ab = kp fiir ein k € Z. Da p
eine Primzahl ist, miisste also nach dem Hinweis gelten, daf p|a oder p|b. Dies kann nicht sein,
da a und b kleiner als p sind. Dies zeigt die Abgeschlossenheit von X unter der Operation o.
Wir wollen nun zeigen, daf§ die Multiplikation mit einem Element eine Permutation ist. An-
genommen, o,(b) = o4(c), dann gilt ab = ac + kp fiir ein k € Z. Wir nehmen oBdA an, da8
b > ¢. Wir erhalten a(b— ¢) = kp. Nach dem Hinweis kann dies nicht sein, da sowohl a, als auch
(b — ¢) kleiner als p sind. Also ist o, fiir alle a € X eine Permutation. Damit gibt es fiir alle o,
ein eindeutiges Urbild der 1, welches das Inverse von a ist. Die Assoziativitit der Operation o
ergbit sich z.B. direkt aus der Aufgabe 1 (b).
(b) 8-23-2=1-2 mod 61, weiterhin 8 -23 -2 = 8- 15 mod 61 und damit z =59 mod 61.

Aufgabe 3 (Modulo Rechnen)

(a) g=3X3X + X =3X(-X - 1)+ X = -3X2-2X mod (X3 + X + 1)
(b) f=X3X5=X3(-X3-1)=-X-X3=X(X3+1)-X3= X1- X3+ X mod (X°+X3+1)



Aufgabe 4 (Stromchiffren)

(a)
7 Schliisselstrom Periodenlénge
1 1000111000--- 6
2 101010--- 2
3 111000 -- 6
4 1001001--- 3
(b)
1 Schliisselstrom Periodenlénge
1 100010011010111100--- 15
Da so, -+, s4 in dem Schliisselstrom von s; auftauchen, ist die Periodenlénge des Schliisselstroms

jeweils 15.



